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Adjacensmatriser

G enkel, riktad graf pd hérnmangden {1,2,..., k}.
Adjacensmatrisen A = (a; ), aj =1 om i — j kant, annars 0.
Lat a, vara antalet riktade stigar i G av langd n — 1. Vi satter
ap = 1, d; = k).
Om A" = (bfj")) sd bfg.) = antalet stigar av langd n— 1 fran i till j.
Sa

ap = 1A0-D1T 1=[1,1,...,1].



Exempel:

G =

01
A= 0
0

0
Hararapg =1, a1 =3, ao =5 och a3 = 8.
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Monomalgebror, Hilbertserier

Lat R=S/I, dar S = C(xq,...,xk) ar den fria associativa
algebran, | det tvasidiga monomidealet genererat av alla x;x; dar
i — j ej kant. D3

m R ar graderad: R = ©,>0R, och R,Rs C R 1.

m R, har en C-bas bestdende av monom Xj - - - X;,, dar
ilﬁizﬁ..-ﬁin

ar en (riktad) stig i G av langd n— 1.

m S3 dimc R, = a.

m R ar genererad i grad 1, sa faktiskt galler att R,Rs = R, for
r,s > 1.



. | exemplet: | = (x2, x1x3, X3, x3x2)

R3 = span

X1X2X1, X1X2X3, X2X1X2, X2X3X1,

och

xzxg, X3X1X2, x32x1, X3

= e
= = O
e

«O» «F»r « =

=



Hilbertserier

Lat R(t) vara Hilbertserien for R, dvs 1 + t* (langd-genererande

funktionen for stigar i G):
R(t) = apt"
n>0

=141ty 1A D17

n>1

=1+t) 1(tA)"17
n>0

=1+t1 (Z(m)n) 17

n>0
=1+ t1(E—-tA) 117

_p(t)
 det(E — tA)’

deg(p) < k
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Spektralradie

= max |\l
A egenvarde till A

1
min —
o pol till R(t) ||

Perron-Frébenius: p(G) alltid egenvarde till A, om G “snall” sa
ovriga egenvarden har mindre norm.

an=cp(G)" + l.o.t.. S3 p(G) bestammer hur ménga “langa”
stigar det finns i G.

| exemplet: p(G) = (v/5+1)/2.



Maximera antalet korta stigar givet antalet kanter

Maximera a3 givet a>

Theorem

Backelin Om a> > 6 ar fixt sa ar

rP+r—1 a=2r—1
az <
rP4+2r+1 ap=2r

med likhet omm G &r stjarngrafen St(ap),

Ao e



en jamn kvadrat!

Ej kant hur maximera a4 givet ap, for allmannt a,. Kant om a5 ar
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Maximera antalet langa stigar givet antalet kanter
Submultiplikativitet

Eftersom R,Rs = R,4s for r,s > 1 s3

drds 2 dris
sa
ay < a%
och
p(G) < al" for alla n.

Speciellt, om a» = r? s kan vi ta G till den fullstindiga riktade
grafen, vilken maximerar saval a4 som p(G).



Maximera antalet langa stigar givet antalet kanter

Friedmans resultat

Det ar naturligt att tanka sig att om as nara en jamn kvadrat s
skall man ta G nara den fullstandiga riktade grafen for att

maximera as och spektralradien.
Friedman visade detta for a, = k? + s, s fixt, k “tillrackligt stort” i
forhallande till s.



Maximera antalet korta stigar givet antalet kanter
Mitt resultat

Theorem

Fixera s > 6. For tillrackligt stora k sa galler att spektralradien for
digrafer med k* — s kanter och k hérn maximeras av digrafen
St(s), den komplementara stjarngrafen.

Ex: s =7, k =6 tillrackligt stort.
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har maximal spektralradie bland 6x6 01-matriser med 62 — 7 ettor.
Troligt: bast bland alla 01-matriser med 62 — 7 ettor.



Verktyg for beviset

Schwarts lemma

Theorem

Maximala spektralradien for digrafer med k? — s kanter uppnas for

en digraf isomorf med G(\), dar \ ar en partition av s.

Exempel: A =[3,2,1], k =5,
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R=T(V)/I, I genererat av W C V ® V. Galler speciellt om R
kommer fran graf G som tidigare.

Lat R' = T(V*)/J, J genereratav WT c (V@ V)T ~ VT g VT,
R'(t) = 1/R(~t)
101
A(G) =

01 0]
010
R(G)(1)

Om R kommer fran graf G sa kommer R' fran G. Vart exempel:

2—t—1 _ 2 3
P T = 1+3t+4t°+5°+0

(t%)
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Bevisskiss

Lat s > 6, G1 = St(s) = G(\1), Ge = G(N2), M1 =[[s/2],1,...,1]
“hook”, A2 # A1. Komplement m.a.p. fullst. riktade grafen med k
horn, kommer att 1dta k vaxa. Racker visa p(G1) > p(Gz) for stora
k, eftersom det bara finns dndlig manga partitioner av s.

1
Rl(t) = 1 — kt + st?2 — dt3 + t4p1(t)/q1(t)
Ro(t) 1

t) =
1 — kt + st2 — et3 + t4ps(t)/ qo(t)

dar p1, p2, g1, g2 € beror av k.

Foljer att a,(R1) — an(R2) ar ett polynom i k med grad n — 3,
ledande koeff (n —2)(d — e). Backelin: d > e. Alltsa:

an(R1) > an(R2) for stora n.



Bevisskiss

forts.

Lat ri(k) = pol narmast origo till Ry(t), dvs minsta pos nollstalle
till
(1 — kt + st®> — dt3)qy(t) + t*pi(2).

Lat p.s.s. r(k) vara minsta pos nollstalle till
(1 — kt + st® — et®)qa(t) + t*pa(2).
Vi kan utveckla r1, r» som en Puisseuxserie i 1/k, och far

n=kl+sk3—dk*+...
=k 1+sk3—ek™*+...

Eftersom d > e sd rp < rp for tillrackligt stora k, vilket skulle
bevisas.



For s = 2 s3 har stjarngrafen

och grafen

1
0 0

0 1
samma Hilbertserie, namligen

G o)
1 l—t'
grafer har bada optimal spektralradie

sd motsvarande komplementara
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For s = 3,5 sd ar stjarngrafen bast.



For s = 4 sa har

G

11
A= (13)
flest stigar av langd 2 bland digrafer med 4 kanter, dvs fler an
fas genom

stjarngrafen, s storst spektralradie for matriser med k% — 4 ettor
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55 %

For s = 6 sd har stjarngrafen G; med adjacensmatris
110

AL = lika manga stigar av langd 2 som digrafen G,
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med adjacensmatris Ay = , namligen 14.
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Hilbertserierna ar

1+3¢t

1+t +2¢2
142t—3t2—34+¢t4

1—2t—t241t3

=1+4t+6t>+14t>+26t* + O (t°)

=1+4t+6t2+143+31t* + 0 (%)
Den andra serien ar storre, men eftersom den ar storre forst i grad
4, kommer komplementet att bli mindre!
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Hilbertserierna for komplementen ar
p1(t
Rl(t) = ( ) =
P2

1+t—2t2
(t)  1— kt— kt2 + 3t2 4 2kt3 — 6t3

=14+ (1 +k)t+ (-5+2k+ k) >+
(-9k+34+3K+K)+

Rat) = 20

(4k+21-12K2+4k% + k*) t* + O ()
1+2t—t2—¢3

go(t) L+t — kt+3t2 — 2ktZ — 213 1 kt3 — 214 + kt*

=1+ 1 +k)t+ (-5+2k+ k) >+

(-9k+3+3K+K) 2+

(16 — 4k — 12Kk +4 K3+ K*) t* + O (£°)
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Lat ri(k), ra(k) vara ndrmaste poler, dvs minsta pos rétter till
p2(t), g2(t). Da

r(k) =kt — k™24 7k73 —33k~* 4191k % + O(k79)
r(k) = k™ — k™2 4+ 7k=3 —33k™* 4 196k ° + O(k~°).

Alltsd har stjarngrafen aningen storre spektralradie (mindre pol).
Faktiskt ar ri(k) — ra(k) < 0 for alla k > 5:

«O>» «Fr «=)r « =)

it
N)
0
i)



S —
forts.

Ett bevis for detta fas genom att
berdkna att r1(5) — r2(5) < 0,
konstatera att om k = ko ar ett nollstalle till ri(k) — r2(k) sa
ar (ko, ri(ko)) en punkt pd den algebraiska varieten Z(/), dar
| ar idealet i Q[k, t] genererat av pa(k, t), g2(k, t).

berakna en lexikografisk Grobnerbas for /. En sadan blir
[82+5k* — 41k, —5k +2t+21].

A berikna att 82 + 5 k2 — 41 k har rdtterna

41

—(1=£
10(

1
——_)~ 3.46, 4.74
\/41)
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